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Resumo 


O objetivo deste trabalho 6 aplicar a teoria quase-linear do T. Kato para 
most) ar existcncia e unicidade de solugoes para o problema de Cauchy associado a equagao 
de Korteweg-de Vries em ospagos do Sobolev. 


Abstract 


The purpose of this work is to apply the quasi-linear T. Kato’s theory 
to show existence and uniqueness of solutions of the Cauchy problem associated to the 
Korteweg-de Vries equation in Sobolev space. 



Sumario 

Introdugao 1 

1 Preliminares 3 

2 Os Espagos do Sobolev em K n 11 

3 Existencia e Unicidade dc Solu^oes para a KdV 25 

Referencias Bibliograficas ^5 


i 



Introdugao 


No eapitulo 1, enunciamos eonceitos o resultados conhecidos quo serao essonciais 
nos outros capitulos. Fntre eles, destacam-se a transformada de Fourier c suas pro- 
priodades, a dcsigualdade de Holder, a gencralizaqao da desigualdaxic de \oung e 
uma eonseqiieneia do teorcma de Arzela-Ascoli. 

No eapitulo 2, danios enlase aos ospagos de Sobolev de tipo L ', isto e, onuncia- 
mos e demonstrarnos varies resultados, eoino por oxcinplo, o loina de Sobolev e o 
lema de Rellich. Alein disso, frisamos quo cm certas situagoes os espagos de Sobolev 
form am uma algebra de Banach. 

Finalmonte, no eapitulo 3, enunciamos algumas definigoes da teoria de semi- 
grupos e aplieamos a teoria quase-linear de 1. Kato para mostrar oxisteneia e uni- 
cidado de soluqoes da equaqao de Korteweg-dc Vries ern espagos de Sobolev. 


1 



Capi'tulo 1 


Preliminares 

Neste capftulo definircmos varies conceitos e apresentaremos alguinas notagoes 
e resultados (jut: serao neeessarios para o desenvolvimento desle trabalho. 

Definigao 1.1. Seja u £ L l { R' 1 ). A transformada de Fourier de. u e a fungdo 
u : R” —■> C dada por 

</.(£) = (27r) _n/ ' 2 f u(x)e~^' x dx (1.1) 

./r» 

unde x = (x lt x 2 , ■■■ , :r n ), £ - (£i, 6, ■ • • ■ f«) G ®' 1 fi 

n 

:) -1 

e o produto interno usual ern K w . 

Teorema 1.2. A transformada de Fourier da it £ L ] (1R' 1 ) e uma fungdo continua, 
hmitada, e satisfaz a desipualdade 

Hull,.» < (2") " /J ll«lki- 

Em particular, a aplica$do u —> u 6 urn operador limitada dt L‘(R") em i~(R“). 
Alern disso, vale o lerna de Riernann-Lebesgue , isto e, 

lim u(£) = 0- 


Demonstragao: Veja [11] pagina 303. 



Teorema 1.3. (Desigualdade de Holder) Sejamu 6 L P (R") e v € U(W l ) onde 
1 < p < cc e ] - + j = 1. Entdo uv € L l (W) e 

I I'ui'i dx < imwmu*- 

JK n 

Demonstragao: Vcja [B] pagina 56. 


Defmigao 1.4. Sejamu, v 6 L L (R"). A convolugdo de u ev, denotada por u*v, e 
dfjimda por 


(u * v)(x) = / u{x - y)v(y)dy. 

J'R' 1 

Teorema 1.5. (Desigualdade de Young) Sejam u, € L l {R n ) , v € L p {R n ) e 
1 < p < oo. Entdo u * v (z L p (W l ) e 

||u * v;||/,p < 

Demonstragao: Veja[Ilj pagina. 306. 


Teorema 1.6. Sejo.rnu.vd: L : (W). Entdo 

(u * n) A (0 - (270^(06(0, e € R n . 

Demonstragao: Veja [II] pagina 308. 

Defmigao 1.7. Seja a = (oi,op,,«„) urna n-upla de inteiros ndo negativos. 

Charnamos a urn mnlti-mdice. Se a e um rnulti-mdice e x — [x u x 2 -,.x n ) 6 R" 

cscreverrmos 

n 

|q| = o j = O] + ... •+■ cx n , 

7=1 

a! - o i i!ft' 2 !... o: 
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Definigao 1.8. U espago de Schwartz (ou das fungoes rapidamente decresccntes), 
denotado par S(R n ), e a cole, g no das u : R" —> C tais que 

u G C°°{ R n ), e 


||«|1m = huj) | x a d p u(x )| < oc 
para todo par de multi-radices ct.fi. 

Vale observar que ,S’(R n ) e urn e.spago metrico cornpleto quando rnurudo da distdncia 


d{<f>,ii>)= Y 

a,pen* 


1 

9W+I/9I 


\\<P ~ 

1 + |k ; ' l i ; \a.ft 


( 1 . 2 ) 


Observagao 1.9. {4> m } C S{R n ) converge a cj> 6 S(R n ) & || <p m - <P\\a,p 
para todo par de. multi-indices n,fi. 


Definigao 1.10. Dados um e.spago metrico X, uni e.spago vetorial normado Y e 
urn a aplicagdo u : A --> 1 , o suporte de u e, por definigao, o fecho do tong unto 

G A" ; u(x) ^ 0}. 


Definigao 1.11. Cg^R") e o conjunto das fungous C ,00 (R n ) com suporte r.ompacto. 

Observagao 1.12. C 5(R") C L p (R n ) para todo p G [l,oo]. Mem disso, 

estas inclusoes sew dtnsas sr. p G [1, oc). (Veja [B] pdgina 71) 

Teorema 1.13. Se.ja n G S^R 11 ). Jhutao u G .S(M ,( ) e, valem as formulas 

(-*)' °l(0“u) A (O-r«(£). 

(-z) |tt, U“u) A (0 = 

Demonstragao: Para o caso n — 1 urna prova hem detalhada pode ser vista ern 
[11 ] pagina 195 c para o ease geral veja F] pagina 21. 

Teorema 1.14. Sejam a G U'{R' l ),p G [1, oo] e <f> G S{W l ). Entao u * <p G C°°(R n ) 
e d n (u * (ft) — u * (0 n (p) para todo multi-mdice a. 

Demonstragao: Veja [F] pagina 17. 
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Definigao 1.15. Seja u £ S(R"). >1 transfarmada inversa de Fourier de u e 

a fungdo u : K n —* C dada par 

u(x) - (27T)” n/2 f 

J'R n 

Observagao 1.16. Os resultados anterior?; s vdlidos para a transformada de Fourier 
lambent, valern para a transformada inversa. Far particular, o teorema 1.2. 

Teorema 1.17. Se.ja.rn u., v € S(R n ). Entdo valem as formulas 

u(x) — u{ -.7;), x £ R”, 

(u) v - u - (u) A . (1-3) 

Demonstragao: Veja [F] pagina 23. 


Corolario 1.18. Se.ja.m u, u £ S(R"). Entdo valem as formulas 

(u * v) v {x) - (2r) n/2 u{x)v{x), x £ R", 

(**v)(0 = (27r) B/2 (tn;) A (0» f e R”. 

Demonstragao: Conseqiiencia irnediata dos teorernas 1.6 c 1.17. 


Teorema 1.19. SejaS(R n ) mum,do da dista.nc.ia (1.2). Entdo A : S(M") —* 5(M n ) 
e urn isornorfismo no sentido da espagos rnetricos, into e, e injativa. sobrc, contmua 
com inversa contmua. 


Demonstragao: Para o case n — 1 veja [II] pagina 201. Tal demonstragao podo 
ser estendida para o caso geral. 


Observe que a transformada de Fourier nao podo ser definida cm L 2 (M’ 1 ) atraves 
da formula (1.1) uiria vcz que a integral que ali aparece nao faz sentido em gcral se 
u C L 2 (R"). For exemplo. a hmgao 


“in 


0, 


x 


-i 


se x £ (-oo.l] 
se a: £ (1, oo) 
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pertencc a L 2 (R), mas nao a L l (E). Porern, utilizando a identidade de Parseval, 
isto e, \\u\\ L * - \\u\] L i V a £ 5(R") (Vcja [II] pagina 314), podemos vcrificar que 
tanto a transform ad a do Fourier quanto sua in versa podem ser estendidas corno 
operadoros linoaros de L 2 ( R") em si proprio satisfazendo a identidade de Parseval. 
Em particular, se u € L 2 (R n ), dada uraa sequencia {u n } em S(R n ) convergindo a u 
ern L 2 (R") definiinos 

u ± lira <i n , u == lira u n (1-4) 

n ->oo n >oo 

onde o limite dove ser interpretado no sentido L 2 . Coinbinando (1.3) e (1.4) segue 
que (u) v - u - (u) A para u £ L 2 (R"). Assirn, 

Teorema 1.20. A transfarmada de Fourier 

A : L 2 (R n ) — > /, 2 (R") 
u »■ ■ > u 

definida coino a unica extensdo da. transfonnada ern 5(M n ) (i ) e urn operudor 

umtario. Sua inverse e a trimsformada invtrsa v . 

Definigao 1.21. 0 eon junto das distributes temperadas, denotado par A'(R n ), e 
o dual topologico de 5(R n ), isto e. 

S'{R n ) — { T : S(R”) —> C ; T linear contmuo]. 

Alem disso, varnus adotar a seguinte no tag do: 

a!,!') - (u, ip), u G S'(R"), 'ii> G S(R"). 

Em particular, se. u £ U>{ R n ) com 1 < p < oo, defimndo 

(a. <;•) £ f u(x)ip(x)d:i:, '0 G 5(R n ), 

•/ S" 

te.mos que u £ .S’^R' 1 ). 

Definigao 1.22. d derwiula d a u de u £ ^(R 71 ) e definida por 

{tra. f) - (- i) !al (u, 3“vo. e s(R n ). 




(1.5) 


Definigao 1.23. A transforrnada de Fourier de u G S'(R n ) e defimda por 

(u, -iJj) = (u, ip), ip € 5(K' 1 ) 

e a transforrnada inverse por 

= {u, V')’ '0' G ,S'(K 7 '). 0-6) 

Teorema 1.24. Sega u 6 S'(R n ). Entdo it a u definidas por (1.5) e (1.6) sao 
distributes temperadas. Alern disso, (u) v - u - («) A « a aplicagao u ► > « e 

continue com inverse continue. 

Demonstragao: Para o case, n = 1 veja [II] pagina 212. Tal demonstragao podc 
Ht*r estondida para o caso geral. 

Definigao 1.25. .4 colegao das funQoes ern C7°°(M n ) de crescirnento lento, denotada 
por Q(R n ), e a colngao das <j> G (7°°(R n ) tal que para todo multi-indice rv existe uma 
constante C a e urn inteiro ndo negativo N a satisfazando 

\d a 4>(x)\ < C a ( 1 f |.T| 2 )^ 

para todo x € R n corn jx| suficie.ntemente grande. 

Teorema 1.26. Sejam, <p G Q(R n ) e u G Entdo: 

(%) 4> € 5(R“), entdo < fnj) C S(R n ). Alan disso, a aplicagao 4> ^—> <p'tp e continue 
de ,S( R" ) an si prdprio. 

(it) O funcional linear <jm definido por 

(<t>u, tp) — (u, <jn!->), i> € S(R n ) 

c. urn elemento de S f (). chumado o produlo d.a. distribuiQdo temper add u corn 
a fun g do <j>. 

(Hi) Valan as formulas 

r* = (-o w (fl a «) A 

d a u = {-i.)W(x a u) A 

ondc x n u (resp. ( <l u) denota o produto dafuriQao <p(x) = x" (resp. d>{() — ( a ) 
corn a distribuiQdo u (resp. u). 
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Demonstragao: O item (i) e conseqiiencia. da regra de Leibnitz e do fat.o que 0 
cresce menos que uin polinomio e 0 decrcscc niais rapido que o inverse de qualquer 
polinomio no infinite. A segunda parte segue do item (i), enquanto (iii) e eon- 
seqiiencia imediat.a do item (ii) e do teorema 1.13. 

Teorema 1.27. A fungao x i—> |.r| A defimda era R n - {0} e integrand cm uma 
vizinhanga de zero sc, e sorne.nle se. A > -n e integrand fora de uma vizinhanga de 
zero se, e somente sc, A < — n. 

Demonstragao: Veja F] pagina. 11. 

Teorema 1.28. (Generalizagao da Desigualda.de de Young) Scjarn {E,o, fi) 
um espago de rnedida, 1 < p < oo e C > 0 uma constante. Suponhamos que 
K e uma fungdo rnensurdvel ern E x E tal que f R \K(x,y)\dp(x) < C Vx £ E, 
f \K(x,y)\dfi(y) < C Vy e E e u € E P (E). Entao a fungdo Tu dada por 

Tu(x) - I K(x,y)u(y)di_i.{y) 
estd hem definida q.t.p. e pertence. a, f/(E). Alern disso, 

||7'«|! l , < C||«|| L p. 

Demonstragao: Veja [F] pagina 13. 

Definigao 1.29. Sega X C R". Uma apheagdo u : X —» R m diz-se Lipschitziana 
quando 3 C > 0 tal que V y & A, tern-sa |u(.t) — u (y)\ < C \x — y\- 

Definigao 1.30. Sejant A , V espagos metricos. Urn. coujunto A de aplicugoes 
u : A —> 1 diz-se e.qmcontinuo no ponto a (E A quando d s > 0, 3 5 > 0 tal que 
d.(x, a) < cm. X implique d(ti(.r), u(tt)) < £ ern V, V u 6 E. Sc E e equicontmuo 
ern todos os pontos de X, diz-se sirnplcsmcntc que E e equicontmuo. 

O resultado seguinte e conseqiiencia do teorema de Arzela-Ascoli. 

Teorema 1.31. Toda sequencia equicontmua e pontualmente hrmtada de apheagoes 
u k : R n -- -> R m possui uma suhsequencia que converge umformernent.e ern cada parte 

cornpacta de R". 

Demonstragao: Veja [LI] pagina 247. 
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Capitulo 2 


Os Espagos de Sobolev em M n 


0 objetivo principal dcste capitulo e definir e apresentar alguns resultados rela- 
cionados com os espagos de Sobolev de tipo L 2 . Tais espagos serao irnportantes no 
desenvolvitnento do ultimo capitulo. 

Definigao 2.1. Scja s £ R. Os espagos de Sobolev (de tipo I/) am R" sao os 
seguintes subconjuntos de S , (R n ).' 

H s (R n ) = {u G S'{ R n ) ; (1 + K| 2 ) 4/2 « € L 2 (W 1 )}. 

0 espago i/ A (R") e de Hilbert quando munido do prodvto intarno 

{u,v) s — / (1 + 

A norma correspondente t. evidenternante, 

IHi; - f (i + |CI 2 )'|fi(OI 2 ^. 

Jr’ l 

De rnanevra equivalenle, podernos definir H s {R n ) coma sendo o complatamento de 
5(R") com retag do d norma 

IMi» - IIAMM 

onde h* : 6'(R n ) —> „S'(R") e o operador linear defimdo par 

(A*u) A (0 = (i + kl 2 ) s/ ' 2 ».(0- 
Observcmos que A ,J_ * = A* A* para lodo a, t £ R. 
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Proposigao 2.2. Sejarn s ,t G R. Entao: 

(i) H s (R n ) C //''(R”) se s > t e esta indnsdo e contmua e densa. 

(u) - L 2 (R n ,(l + |£| 2 )*dO- 

(in) 0 dual Lopologico de H S (W L ). into e, a eolegdo de todos os funcionais Uncarts 
continuos de II s (W) em C, e isornetncamentc isomorfo a H“*(R n ). 

(iv) S(R n ) C H s {R n ) para todo s E R e es/a inclusdo e densa. 

Demonstragao: Vcja [II] pagina 337 e [S] pagina 15. ® 


A proposigao 2.2 mostra cm particular que os elemontos de // 4 (R"), .« > 0, sao 
[ungues de quadrado integral puis neste caso //*(«") C tf°(R") = ^(R n )- Se 
s . < o, os elenientos de H S {R V ) definem funcionais lineares continuos em # H (R n ), 
portanto em S(R n ), assim os elenientos de //*(R n ) sao distribuigoes temperadas. 

Agora veremos uma earacterizagao para os espagos de Sobolev. 


Teorema 2.3. Sejam k inteiro positivo e. s G R. Entdo u E H^W 1 ) se, e sornente 
se d a u E H' s ~ k (W l ) para |a| < k, onde as derivadas sao calculadas no sentido das 

distribuigoes. A lew, disso, as norrnas 

11 1, <• £l|a"C)IU ( 2 -‘) 

H<* 


,sa o eqiirunI.antes. 

Demonstragao: Pelo teorema 1.26(iii), temos: 

(c?°ix) A = (i) H C'd, n E S'(R n ). (2-2) 


Alem disso, 


in - let 


• Cl £ (i i (f)‘"' 2 - (i + 111 2 )'"" = (i + kl 2 ) w/2 


(2.3) 


e 

3 c > 0 tal que (1 I |£| 2 ) fc/ " 2 < c ^ |C|- ( 2 - 4 ) 

\a\<k 
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Entao, so u 6 a\ < k, pela proposigao 2.2(ii), (2.2) e (2.3) ternos que 


/< 

./K>‘ 


(1 i \t\ 2 y k \(dPu) A (t)\ 2 ds 


R" 


< 


(i \-\z\ 2 y- k \em\ 2 di 

(i + Ki 2 ) s “"((i + ;ei 2 ) fc/2 ) 2 i«(Oi 2 ^ 

(i i i^i 2 n«(oi a ^<° c - 


JR" 


Isto implica que 




(2.5) 


e 0 a u G II s A (IR' 1 ). 

Reciprocamente, so tf’u G H* fc (R n ),|o| < k, pda proposigao 2.2(ii), (2.2) e 
(2.4) ternos quo 


/ (l-ei^n^oi 2 ^ - / ((i + i«i 2 ) fc/2 ) 2 (i + i?i 2 ) a fc i«(Oi 2 ^ 

./R« J'S" 

< f (c^ri) 2 (i + i«r J r‘i“(e)i 2 rff 


< 


./ ’3'* 


' R« 




<: 2 </ t X] in 2 o h-i?rr*i*(f)i 2 rff 




| o| <fc 


- c Y, . a + i^i 2 r*i(^ti) A (or^<oo 


./ S” 


onde C - c 2 d k e r/* uma const,ante quo depeude do numero do term os da soma 
E| a |<* Is I 2 - Eortanto, 

Ml,<c l/2 5] ||^.|| s - fe (2-6) 


. (i | < k 


o u G 7/*(R H ). Segue das dosigualdades (2.5) c (2.6) que as normas cm (2.1) sao 
equivalentes. * 


Corolario 2.4. Seja k vnteiro positive, H k {R n ) e o espago das u G L 2 (K") cujas 
denvadas (no sentido das distributor) &'u G /, 2 (R n ) M < A:, e as rmrma.s 


E 

1 <■*. < k 




,sau tquivaltnt.es. 



E intoressant.fi observar que para s suficientementc grande, os element-os de 
ff s (R n ) sao ('undoes eontinuas e, cm eertos casos ate diferenciaveis. Mas precisa- 
mentc, valem os soguintos resultados: 

Teorema 2.5. (Lema de Sobolev) Seja s > n/2. Entdo // 6 (K n ) C Goo(R ri ).- onde 
e o espugo das fungous eontinuas de R' 1 etn C quo tandem a. zero quando 
■x\ -> oc. Alem disno, vale a desiqualdade 

11 a 11 [yXl < Cjltijs, 


onde. C > 0 n uma constitute. 

Demonstragao: Varnos mostrar que so u £ //*(R”) o s > n/2 entao u e urna 
fungao integravel. To in os que 

I mm - / (i + Kr)' a/2 (i + i?! 2 r /2 i“(oirfc 

Jan. J R» 


' R’ 

< hull* 


f O+KlV 

J R“ 


df 


1/2 


< OC 


uma vnz que a integral no ultimo membro da desigualdade e finita devido a hipotese 
,s- > n/2. Coin isso, pelo Teorema 1.2. u 6 contmua e vale o lema de Riemann- 
Lebesgue, isto e, 

bin u(x) — 0. 

0 • <• 

Portanto, H°{ R") C C' 00 {R a ). ■ 


Corolario 2.6. Seja s > k + n/2, k € N. Entdo ff'(R*) C C*(R»), onde C&(R") 
6 o espago das fungdes dr. danse C k de R" em C tats que as proprias /lingoes e suas 
derivadas ate ordem k tendern a zero quando |:i;| —» oo. 

Domonstragao: Seja u € fl s ( R”) tal que s > k T n/2, k £ N. Pelo teorema 
2.3. d a u £ //* "*(R n ), |a| < k. Visto que s - k > n/2 , pelo teorema 2.5, 
d n u £ CJRd. | oi | < k. OU seja, u £ C£( R n ). ■ 


Corolario 2.7. Seja u £ //'(IRC) V s £ R. Entdo u £ C';£(R' 1 ), cmcie C^(R n ) e o 
espago das fun goes de classed*' de IRC em C t.ais que. elas e suas derivadas de. Indus 
as ordens tendern a zero quando |xj —/ oo. 
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Para, enunciar o proximo r esult ado. defiriireinos a aplica^ao restrigao como sendo 
R : S{ R") - ■> S{R' 1 k ) dado por H.u(y) = u(y. 0), y £ R ll ~ k . 

Teorema 2.8. A aplicaydo restnyao R astende-se a urna aplicagdo limitada de 
H°(R n ) para IP ( k R){R'- k ) «c a > k/2. 

Demonstragao: E suliriente mostrar que ;|/?u|| s _(*/2) ® dominado por ||u|| 4 . para 
u G 5'(IK"), pois .9(R n ) e dense cm IP{ M n ). Se.ja v = Ru. Corn isto, temos que 

v (n) = j R * "p/CWC 

De fate, pelo teorema de Fnbini, 
v{y) - u(y, 0) 

= (27r)-" / “ / / e} ny u{rp()dydk 

- (27r) _n/2 / C™ / u(r/,0^. 

d'R k 

Tomando 0(//) — Jj..,. u(rp£)dR vale a seguinte igualdade: 

v{y) = 0(y). 


Portanto, 

{.'(/;) - 0{n). 

Com isso. usando a desigualda.de de Holder, temos: 


\HV)\ 2 = I / 
Vr* 


= | / 6(17,0(1 1 M 2 + l0 2 ) s/2 0 »-M 2 + lO !l )“' / ^r 

./R* 

< / | 6 ( 7 /,oi 2 (i + ii/l 2 + l 0 2 Ml f/ (1 + W 2 + I 0 2 ) _i ^ ■ 

Ri: J L./a> J 

Estabelecendo 1 + |-/;| 2 = n 2 e |£| - r, o segundo fator da ultima expressao c igual a 

/•CO 

(1+ t 2 )~ s l k ~ l dt 


r OO /* OC 1 

/ (a 2 I C; V" l dr = a* 

./() -'o 


onde 6 uma. const,ante’ dada pelo volume da esfera unit,aria em R ceutrada na 
origem (as duas integrals sao iguais pela mudanqa de variavel t > at). Pelo teorema 
1.27 a ultima integral e finita quando s > k/2, assim 

e(//) 2 < C\.a-( 1 1- :ri\ 2 f /2) ~ s I |a(r/,OI 2 (l ^ \v\ 2 + l£| 2 )*# 



on 


\r(r,) 2 (i + \v\-y (k/2) < c,,, [ n?/,OI 2 (i + k/l 2 + Kl 2 ) 5 ^ 

J^ k 

ondc C Stk > 0 c utna const,ante quo depend*? somoni,e do s e k. Tntogrando am bos os 
lados coin rospeito a //, concluimos que 


Agora mostraremos uni Ionia- tecnico <1110 nos sera util. 

Lema 2.9. Para t.odo £, 7 / G R" ft s G R t f emes: 

(i + iepr(i + M 2 ) ' s <2'*'(i + i^-»7t 2 ) N - 

Demonstragao: Claramente t.ernos que 

Kl < k - V + \v\ <• ‘ 2 < 2( c - '/i 2 - nr)- 


Assim, 


1 t- |£| 2 < 2(1 + |{ - i/l 2 )(l +M 2 ). (2.7) 

So s > (). basta elevar ainbos os lados do (2.7) a pot.eneia s. So s < 0, basta elevar 
ambos os lados de (2.7) a pot.eneia -s com £ c i) trocados. ■ 


Na proposigao abaixo veremos que a multiplicagao de fungoes de 5 , (K n ) por 
elementos de H s (W l ) esta em H S (W). 

Proposigao 2.10. Sc (j> 6 S(W), tut,do a aplicapfio u >—> <fm era S(R n ) estende-se 
a urn operador limitado em H S {W) para todo s G R. 

Demonstragao: Ist.o 6 equivalent*? a mostrar que u 1 — > A s (c6A 4 w) c limitado em 
H a (R u ) = L“(R n ) para s G R. Eutretanto, 

(AVA“ 5 u) a (0 - (1 I !C: 2 ) s/ k7?A"'vd) A (0 

-- (2 7t ) "/-(l - rV^lO^A N0 A )(a 
= (2tt) “ n/2 (l + |£| 2 )* /2 f - ri){l + |r/| 2 )" s/2 u(7/)dT/ 

- / ( 2 tt) -S(i + ie’)* / 2 d« - 0(1 + ii)ia s/ 2 i(>j)*/. 

7e" 

1G 



Defi names = (2vr)-" /2 (l + |f| 2 ) s / 2 0(f - tj)( 1 + |r/| 2 )-* /2 . Polo lerna 2.9. 

lA'(^,ry)| < (2 tt) " /2 2 ii/2 (i + |f - r/| 2 ) |s|/2 1- »?)|- 
Logo, j;„ 0 f Rn \K{^,])\di] sao limit,ados por 

(2tt)-"/ 2 2-V 2 / (1 + k c | 2 ) M/2 |0(£M 

(juo e finit.o, pois <b decresee rapidainonto no infinite. A afirinagao segno do teorema 

1.28. ■ 


Eminciaremos agora niais uni lerna tern ice quo nos sera do grande utilidade. 

Lema 2.11. Para todo fp q 6 R" a h G R, existe urna constante C, > 0. indepen¬ 
dent*', da £ a rj , t.al. qua 


|(1 + l£| 2 r /2 - (1 + Id| 2 ) ,/2 | < C.„|f - ri\\(\ 4- If I 2 )"; 1 + {1 + M 2 )*^]. 

Demonstragao: Voja [F] pagina 250. 


Para o proximo lerna usaremos a seguinte nolagao: [A, B\ — Alt BA. 
Lema 2.12. Dado ,s 6 M, txiste urna constantc C > 0 tal que para todo (b E S 
a u C IP '(R n ), 

II .:\\ 4 >}u '|o < C||$|| s\ I n t 2II «||. s 1. 

Dernonstragao: Estabolecendo u — A 1 s v, devcinos mostrar que Vt? G H (R ), 

II j \ '\ OjA ' A; ||(l < f’P^|||s|+n|2|h'||o- 

Entretanto, 

[A\ 0 ]A 1 -r - .V6A l s v - 4>A l v. 

Assiin, 

(|A\ 6 A 1 V) A (f) - (AVA'" a v) A ( 0 (^A'tO'^O - 
=- (I + |f 2 )^(0A l -«) A (f) - (2rr)- w ' 2 (0*(A l r;) A )(f) 

0(f - d)(l + \ri\ l ) XI2 v{r])dii 


= (^) 


(i + lcpr /2 (0*(A ; ' ^) )(0 

I (27r)- ,l/2 [(l -h |f j 2 )' ,/2 0(f - f/)( 1 + I'/ Y 3 ' - 0(* - »7)(1 + 

(2tt} ' ,,/2 (l J- |rj| 2 ) V<£(f - r/)[(l + If| 2 ) 4/2 - (1 + |?/| 2 ) ,/2 ]u(t/)dr/. 
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Est.abelocendo K(C,v) ~ (2ir) -n/2 (l 4 \itf )' d>(£ ~ *?)[(! + l£l 2 )' ,/2 “ U + M 2 )' /2 1> 
pelos lemas 2.9 e 2.11 temos: 


|A'(Cd)l < ( 2?r ) " /2 k>(4 ~ ? i)IK klO + kl 2 ) r 0 i t] 

< C,(27r)- n/ ' 2 2 - 9)K dl[(l + K “ di 2 )^ (- i] 

< f" 2 ^U c - '/)!(• - 1 C - ; - 


Logo, J R „ |/\'(£,//)K <' / RI1 ;A‘(^d)l*/ .sao limitaclas por 



r 

1/2 


c> 

/ kkOI 2 (i + KI 2 ) h+n12 ^ 

ft" 2 


/ (id ki 2 ) "d? 


e a afirrnaqao segue novamente do teorema 1.28. 


0 |||.<il + n | 2 


Proposigao 2.13. Dado s e R, cxtsLe uma conslante C > 0 Lai qua para, todo 
6 p S(R tt ) e u e H*(R n ), 

||0v/.||., < (sup |cj(./ )|)|;a |. ? i ( ' o' s + n . j| u\ , l- 

xG& r * 

Demonstragao: Pelo lema 2.12 temos: 

11c6-'«11— ||A s 0v/,|!o — ||</)A -, u fA s , c>'?/| , o A ||<pA A ?/,||n 4- || [A 4 , (j>\u ||o 
< (sup ^(^DHA-ullo C-|| 0 |!| Si+n+ 2 ||w|| s -i 

i CM' 1 

- (sup |0(:;.:)j)||u|| iS L C'||0||p| ( „ t siMk-1■ 

rt h" 


Yojamos a seguir dois result-ados (pie serao esseuciais para demoiistrar o proximo 
leorema quo sera utilizado no capitulo 3. 

Lema 2.14. Stjarn d>,D € .S^K' 1 ) rears, bntao existe C > 0 tal que 


! 

i 


(•{|I*:U 




} 


para todo s > 0 unde 




n 
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Demonstragao: Seja v ± <fnl\ Logo v — (2tt) n/ ‘ 2 tf>* ip. Como 

i?| s <C,(K-r/r + \v\ s ) 
para lode par ?/ (r R", segue quo 

\t\*m - ( 2 tt) • ,,/2 ier / «(( //m'/Md 

./R" 

< c j (|£- 77 1 a + M a )|0(£ - 77)||^£>(r7)|rf?7 

< CiMO + MO) 


onde 


| ' i = ( Ml^l ) * \V'\ 
11 ; 2 ~ M * ( \-\ s \V '\) 


Pelo teorema 1.2 temos que, 


| C 1 1 ! < |j l-Nloll^lUi ~ M|l[.s-]||'0||a 

< ||01U*II I-N’llo = IMMMIw 



II !.i 4 v||o C L’jl'e'i — W2II0 < C’{ ||ei ||o + ll'^llo} 

11^11-4 IMIuj + IHIpjIMu} 


Lema 2.15. St jam <j>, •#> £ 5(R") rears. Entdo 

IS [.Wrpjfl;, < C{||Vo||,4ii^||,- 1 1- ||V0||,_,lN'iU} 

■para tudo s > L. 

Demonstragao: Seja v ~ [Ad^jd. Enlao, 

fi-(0 = (27r) n/2 J k ,.(A(0* - HvY)kZ ~ vWvWv 

[MO - (1 I Or) 11 * 
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Ut.ilizando o lerna 2.11, obtem-se 


l\m\ < {hfj) + 

[MO-Klltol ^(0 = 1^01 

Logo, 

[|t'||o < C'i{||A' s 1 {htj) || o + || hiY 1 .911» } 

< C,{||/try|l,_i 4- ||/i|j L oo||5|| a i}. 

Aplicando o lenia 2.14 c usando o fato que ||.||//«. < <■'■•> -\ a , temos 

IM|n < C{||/i|UNU 1 11%-iMI/i} 

< C{liv 0 |L 4 ||v’|| A -i + ||v 0 ||,.. 1 ||- 0 |[ / i}- 

onde usamos as rdagoes ||/i||, s = || V0|; s , ||/i||.i = ||V<£||,4,119!| s = IMI* c HslU “ IMU- 
Is to condui a demons tragao do lema. ■ 


Teorema 2.16. Sejant u, v € 5{R") reais e s > 1 + n/2. Entdo exist?. C s . n > 0 tal 
qua 

|| [A 4 . v]Du\\o < 6’,.„i|Vt«||,. MU 

onde D - ()" corn |r.v| = 1. 

Demonstragao: Bast a tomarmos <f> = v <’ tp — Du no I cm a 2.15 c notar que 

I |! t <c\ 11 , ■ 

O proximo result,ado nos diz que H s {R n ) 6 uma algebra de Banach sempre que 
s > n/2. 

Teorema 2.17. Seja s > n/2, s e R. Entdo , H s (R n ) e uma algebra comv.ta.twa 
cm, relaqdo d opcraqdo multiplicaqdo de. funqdes ponto a panto, into e, para quaisquer 
</.•». tr C H S {'R“ ) c (v C C, Innas: 

U ■ v G fi s (W l ), 

u ■ V = v ■ u, 
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(U + • w — u ■ w + v ■ w 


cv( ii. ■ v ) - (r vu.) ■ v. 

Alem disso, a operagdo acima 6 uma aplicaqdo bilinear contmua dr. H s (R n ) xlJ s (R n ) 
cm H*(R n ) na Lopologia da norma , ou seja, exilic uma const ante C s>n > 0 Lai qua 

||w • i’lis < CVrJMWMU Vu .v e H^W). 

Demonstragao: Veja [S] pagina 20. ■ 

Vejamos agora urna versao localizada dos espagos dc Sobolev. 

Definigao 2.18. Seja El C M’ 1 urn uberlo. Defimmos H^(Q) corno sen do o fecho de 
C$°(i2) cm H°{R n ). 

Quando Q e limitado, os espagos torn uma intereHsaiil.fi propricdade de 

cotnpacida.de: O lema de Rellich. Antes, verernos outro leina qua sera util na de- 
monstragao deste. 

Lema 2.19. Sejam Vt limitado, s € R a {u fc } e uma seqiiencia ern Q 0 (0) tal que 
||u fc || 4 < C < oc, para todo k. Entdo existe urna sub seqiiencia } que converge 
ern H L (W) para todu t < s. 

Demonstragao: Seja d> € C^K") tal que cp(x) - 1, Vx € S2. Entao u k = <j>u k e, 
assim u k ~ (2n)~ n ^d) * u k . Pelo lema 2.9 o pcla dcsigualdade de Holder, tcmos: 

(1 +;^r /2 M0l < (27r)-" /2 / (l + |f| 2 ) a/2 !^-»/)IM»?)l^ 

J ] : V l 

= (2tt) " /2 / (1 + |<H a/2 (l + !??| 2 )"- ?/2 |0(^ - ??)|(1 + \ri\ 2 ) s/ ' 2 \ii k (n)\dq 

J R” 

< ( 27 r) - ,,/a / 2l* |/2 (l + \( - r/| 2 ) w/2 |0(£ - r;)|(l t \r)\ 2 Y /2 \u k {v)\dr} 

,/R« 

< (27r)- M/a 2 l * l/a ||0|||,|||u*|| a 
e para j = 1,2,... , n, como 

9j«tK) = -i(2^)-" /2 (M) / '**»)(« 
pda mesma ra/ao anterior, 

(L | lif r /2 |tVM0l < (2 TT ) ~ n '' 2 21 ,s : ^ 2 |! x.j c611 j s 111 '«A: 11»■ 
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Como \\uk\\s < Cyk, t.cmos 

|i*({)i < ( 27 r)-’ / 2 2 l " | /V;|j<J||,»(l + Kf)-/* 

e 

|3A(Oi < (2?r )~ n - ri 2^ 2 C 11 Xj 011 1,,| (1 + |£| 2 )'* /2 
para todo k.j. Destc modo, as seqiiencias {fp-} o {djU k } sao uniformenionte limi¬ 
ted as cm compactos de R’*. Segue do teorema do valor medio que as u k s sao Lips- 
chitzianas cm compactos de R" e ist.o implica que a sequencia {•«*} c cqiiicontuiua em 
eompartos de R" . Entao, o teorema 1.31 nos garante (pie exist.e nrna suhseqiiencia. 
{u k .} que converge uniformeinenle em cad a subconjunto compacto de R". Com isso, 
aiirmamos (pie {u fc) } converge cm // t (R"),Vi < s. 

De Cato, V/? > 0 . 

!K - u k> \\'i - I (1 -f m\v- kt (0 ZkM 2 '* 

J B" 

= /* (id KI 2 )WO-»VOI 2 ^ 

•'<!<« 


+ f {i + ici 2 r s (i sm s \<(0- 


J\i\>n 


< (i + °) sup - u*.(oi 2 

/ # 

id<« 

/g|<R 

i id • R 2 ) 1 s 1 (i i l£| 2 )*K(0 - 
J |<!>K 

Uk,(0\ 2 d{, 

< (1 + R 2 )" tflJ(, ’°) n~ 1 w n R n sup |'<(£) 

<%(£) \' 2 


lfl<* 


■+■ (i i R 2 Y s 11 - wa-JI; 

onde w n = nR~ n f R d£. Dado e > 0, como t-s < 0 e || u ki -u*J| s < 2 C, podemos 
escolher /?, suficientcmente grande, d(i modo r|uo a segunda parcela na ultima ex- 
pressao seja men or que ej. Mas entao podemos escolher i.j , suficientcmente 
grande, de modo que a primeira parcela seja tairibein menor que ef 2, pois {u kt } 
converge uniformemente em compactos de R". Logo, {a k } e de Cauchy em H l ( R n ) 
para t < a, e como este e eoinpleto, ternos que {u kj } converge em H'{R n ) para, t < s. 


Teorema 2 . 20 . (Lema de Rcllich) Sejant I < s e U limitado. A indusdo 
11^(0) —> H^}) e corn-pacta. 
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Demonstragao: Seja { u*.} lima seqiiencia limitadaem Hq(H). Para, cada k , escolha 
uma seqiiencia {•//.[} ('in 6'“ (12) convergindo para u*. em H s (R n ). Podcinos assuntir 
que 

||will* < 2||wjb||*, Vj. k. 

Assim, {«[} o limitadaem H S {R"). Sernlo t < s. pelo loma 2.19 algurna subseqiiencia 
do {u k } <> convergente ern Kntao para j, k pertencerites a esta subseqiiencia, 

t.emos: 


|l"j ~ 'U>k\\t < | "■;/ ‘ -f' ||wj - U k \\, + ||uj - Wfc||( 

< I 'I, ~ wjll, - Wu] - wills + ||u£ - Wfclls, 

c: a cxpressao a direita tende a zero quando j, k — > do. Logo, {u*} e de Cauchy 
em //'(IK"), que e Hilbert e, portanlo converge cm Com ist.o temos que a 

inclusao —> /7 ( '(i2) e compaeta. ■ 
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Capitulo 3 

Existencia e Unicidade de 
Solugoes para a KdV 


Neste capitulo apresentaremos algumas definiyocs da teoria de semi-grupo, onun- 
ciaternos o teorema de existencia e unicidade da teoria quase-linear de T. Kato e 
aplicaremos este para, mostiar existencia e unicidade de solugoes da cquagao de 
Korlowcg-de Vries ein espagos de Sobolev de tipo L 2 . 

Definigao 3.1. Sr.;ja X urn espago de Banach. Uma fa.mil,in a urn pardmetro 
T(t ), ( 6 R, de operadore .s Uncarts limit,ados de X era X e um Cq grupo (cm 
grupo fortemente contmuo) se: 


(i) 7 ( 0 ) - I, 


(u) T(t + s) = '/'(/.) /'(.s). V t. ,s- C R, 

(in) liirp-^o 7 (/,);j: — x, V r t X 

De maneira andloga, definimos Co semi-grupo para t, > 0. 


Definigao 3.2. 0 gcrador infinitesimal A de. um C 0 grupo ( C 0 semi-grupo) 
T{t), t (R (t>0). (' dtfinido por 


,1c 


lim 

t-vO 


c(<), - - t 

t 


d 

dt 


T(t)z 


L U 


quando o limit, e cxtsi.e. 0 domimo de A, denotado por D(A), e o conjunlo de tod os 
os clernentos x G X tins qua o lirnite exist,t ( no cuso dt Co semi-grupo, amsidere 
t. MVJ. 
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Considers* o problerna do Cauchy para a equagao de evolugao quase-linear 

d,u + A(t,u)u = 0, 0 <t<T, u(0) = 0, (3.1) 


onde ,4(/., u) 6 urn opcrador linear para oada t E [0,7"] e cada u E X. 

Hipotese (X). Suponhanios A" e V espagos do Banach rcais, rofloxivos com Y 
contido ern X continua o densamente e S urn isomorfismo de V sobre A' tal que a 
norma ('in Y e escolhida do modo quo S soja uma isomotria, isto e, 

- II^ILv- 

Hipotese (A.l). Suponha que para cada (t.y) G [0 ,T] x W, onde W o uma bola 
aborta cm V centrada oni y 0 , toin-so A(t,y) £ B(V, A") no sentido quo 

f Y c D(A(t. y)) V(i, y) E [0, T] x W 
y A{t, y) |y£ B(V', A") 

Atom disso, suponhanios que V y G IV fixo, a aplicagao t E [0,T] i > A(t.,y) 
port once a C([0, T]; B(Y. A')) eViG [0,T] fixo, a aplicagao y £ W t—» A(t, y) e de 
Lipschitz no sentido quo 

||4(Vy) -- A(t, z) |b{v,.v) < AhII?/ ~ ~ll-v 

onde //.i > 0 e uma constanto. 

Hipotese (A.2). Suponhanios que A(t, y)yo E 1 para t.odo (t,y) E [0 ,1 ] x VV e que 
vale 

'.Hbyl'/ciY < //•>• t c [0,7], ytw 

onde //.•> > 0 e uma constanto. 

Hipotese (A.3). Suponha que para cada {t. y) C [0, T] x IV. —/!(/, y) gera um Co 
soini-grupo tal (pie 

|| e -s3 ( c y )|| B(A .) < e As ; s e [0,oc) e 6 E R 

( isto e. A(t,y) £ C(AV V 0), notagao de T. Kato). 

Hipotese (A.4). Suponhanios que para cada {t.y) E [0,T] x IV tein-se 

rSAlby).?- 1 -=4(/.,y) + B(f,y) 

I K(t,y) E B(A), \\B(t, '</)||b(A') < /'3 
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o»<le /i;j > U c imia const,ante. A igualdade ern (3.2) dcve ser entcndida no scntido 
estnt.o. isto c, 

x £ l){A(L t y)) <=> S~'x £ D{A{t : y)) e A{t,y)S~ x x £ Y. 

Corn isto. tomos o tcoroma de exist,encia c uuicidade da teoria quase-linear do T. 
Kato. 

Teorema 3.3. Suponhamos qua as hipoteses (X), (A.l)-(A-4) satisfeilas. Se 
$ a W, entao (3.1) tern uma imir.a solugao 

u £ C([0, V']; Y) H C 1 ([0, T']; .V), 

■para algurn T' G (0,T]. 

Dcmonstragao: Vcja [K3] e [12] pagina 18. ■ 

Passemos agora a tuna aplieagao dostc a Equagao de Korteweg-de \ iios em os- 
pagos do Sobolev de t.ipo L 2 . Para isso, considere o seguinte problema de Cauchy: 

f 0,;u + i)'u * udj-ji — 0. t> 0, x £ SR. (KdV) 

| u(0, x) = t '/>(:/ ) 

Teorema 3.4. Se/ja s > 3/2, s £ IK. Para cada <p £ H S (R), extstem 7 > Q 
(dependendo somente de ||p||J e uma Umax solugdu u para (3.3) tal que 

u £ C{\ 0/r ; // S (K)) n C l ([ 0 ,r]; H*-*{ K)). 

A fun de domonslrar o teorema 3.1 faremos preliniinarinentc uma transfor- 
maeao, a saber, 

u{t) = P(t)v(t) (33) 

onde P{1) : H s ( K) — > // S (R) 6 urn oporador linear definido por 

(i>(t)d>y {Z)^j*'m t e £ m. 



Notemos que P(t), t E K, forma urn C' 0 grupo unitario em /P(R). 
Do fato, so (p E // S (R), entao 

(p( o)<5>) a (o - = ko = ( /( -p) A (0- 

Istn itnplioa quo / > (0) = /. Do mosrno modi), 

(P(/ + $)?)*(£) = P (l ^kO = P ie [< Mtf KO] 

= e^(F(s)0) A (O = (^(O^(«)^) A (O: 


ou seja, P(i t- ,s) = P(t)P(s). K finalmcnte, coino 

lim [| P{t)<l> — fall's - lini /(I + 0) A (Or^ 

i >0 ■ l >0 

= lim /(l + |^| 2 ri(^^-^)(0| 2 ^ 

Jr 

epara lodo t C M, (1 + K| 2 ) a |(e it€ V- 0)(C)\ 2 < 4( 1 + |?| 2 )*|0(OI 2 £ ^OMO. P el ° 
leorema da convcrgencia dominada, segue quo 


lim || P{i)(f> - <f>\\ x - 0- 

l ->0 

A lorn disso, 

mmi = Ui+Kn^nko?#. 

■h. 

-/(ii ui’n^oi^f = wt 

Jr 

ou soja. P(t) e unitario. 

A seguir, mostraremos quo o geratlor infinitesimal do P(t), t E R, 6 o operador 
linear -&l : /P K5 (R) —> //*'(R) definido por 

(-fl» A (0 = 'J'oiO,.. ( C R. 


Do fato. so (j) E R). t.omos: 


P{f)0 ~ 0 
I 



j( i + if mi —\ — - >f s d(f)i 2 rff 

f |A f i_l_ ie 'p(i + |^)-|i K )|Ve. 

Jut ’■ 
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Observcmos que: 

(i) Para cada £ € R fixado, —- if 3 —» 0 quando f —> 0. 


(ii) Polo teorerrm do valor medio, 3 to <E R tal quo 

K~^i<i^ 3 lif /i - \em =>• i^H < \ei 

" £ ' , - 1 vc :< i ^ r-1/21 P 3 | vt e R. Portanto, 


Logo 


> i f 


- | < 


3 - 1 


- >{ : T(i + mwK' < cir’Hi + kft’woi 2 

< c(i + |{i 2 r +:i ^(oi 2 e l'ir,< ia 


Corn isto, polo tcorema da convergeneia dotninada, tomos 

|| .)_ qIq || s > o quando t —> 0. 

Observances: 

1. P{l)L(d x ) = Lid^Pit), onde L(9 ;;; ) - o com a k constant,e paratodo 
A; e {0,1,2,... , /V}. isto e, P(t) comuta com urn operador diferencial linear 
com coeficient.es constant,es. 

2. Substit uindo (3.4) cm (3.3) produzircmos, corno veremos abaixo, uma equagao 
tie evoluqao quasc linear para v — v(t) que apresenta apenas uma derivada de 
primeira ordern cm relaqao a variavcl x. Tst,o nos possibilita trabalhar cm um 
espaqo nraior, corno voremos. Vejamos os calculos: 

(a, ; u) A (0 - ilh(i) - /(r " £ 'r(0 = <‘ te iCHO 

= r^ S (tV<;) A (0 = (P{t)d, : v ) A (0 => d x u = P(t)d x v , 

analogameiitc, 

{^•u) A (0 - (P(t)d'ivY'{0 => dju = P(t)d*v, 

c finalmcnte, 

0,u - [<hP(t))r + P{t)d t v - -%P(t)v + P{t)d t v - F{t)d,v - P(t)dtv. 



Assim, ficamos corn o seguinte problem a de Cauchy: 

- + .4(Uj)r-0, i;(0 ) = <j>, ( 3 - 5 ) 

dt 

onde A(t,y) = yP{t)d x e uni operador linear definido ein // S (K), s > 3/2, quo so 
depondo de t > 0 e y 6 /P(K), s > 3/2, e tern a seguinte propnedade: 

Lema 3.5. Seja s > §. 5e (Ay) E (0 ,T] x WC onde VC = {y € //‘(R) i Mi* < 
tamos que 

(/!(A </)</>, d>)o > - <P 0- C^°(M). (3-6) 


Demonstragao: De fato, 

--(A(t,y)<!>..0)a ■■= -[l J {~t)P(t)yPm,A0) o= -(P{t)yd x P(t)d>,P(l)4>) o 
- - {P{t)yd. x -i!>, •(/-)()- - I P(t)yd x rp:ipdx 

J ft 


Port,auto, 


- - I (P{t)y)dx^dx = 


■ / R 


I P{t)d x y^~ 

■I K Z 


da; 


l||p(0a^||,^i|d-||5< ■■ ||P(t)t/|| s |!'0llo 


<r 


c 


CP, 


< - sup ||yi|,s||' 0 lld < "v HV’llu 


1/CVV 


(4(*,y)<M)n > *-^||P{V)d>ild = -^ll^llo 


(V> = ^(t 


onde 8 = ^ > 0. 


Note que o lema 3.5 6 valido t.ambem para <f> G H*{M), s > 3/2. pois C“(R) e 
denso neste cspaco. 

Passemos agora a verificagao do teorema 3.3 para o problema de Cauchy (3.o). 
No que segue, eonsidere A — L' 2 (U) A — /7*(R) , s > 3/2 e y,z C H- , onde 
\Y - { ; ,y G H S (R) ; |:y||, < P}. Deste niodo, e claro que V esta contido continua e 
densamente em X. Alem disso, S = (1 - (%Y t2 : V - > X definido por 

p0p((i + k c r 2 ) A/2 ^) v : 

e um isomorfistno de ) em X e de fato urna. isonretria, pois 

INI, = ||50|| O . 
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Com is so. lica provado a hipolose (X). 

Como, para cada {L y) C [0, T] x W, D{A{t , y)) - Y, a demonstraqao da. hipotese 
( A.l) so resume ao seguinte lema: 

Lema 3.6. Valera as seguintes ajirma^des: 

(i) A(Uy)eB(Y,X), (t.y) £ [0,7] x W. 

(ii) Para cada y 6 W jito, I G [0,T] > A(t,y) pertence a C'(|0, T}\ B(V, X)). 

(Hi) jl.4(C ij) - A{t,z)\\ B{Y .x) < lh\\y - 11o; onde /n > 0 e uma constants. 
Demonstraqao: Para (/,, y) G [0,7'] x IP fixados e <p e K, temos quo 

||.4(Cy)C||o = |lyP(O^0|[o < i|P(0^r<?||/,-||y||o 

< Cj|P(/.)<9,0||, ,:|x/||o < ClI^lUlls/llo, 

ist.o e, .4(/.. y) G B(V’, A). Portanlo (i) est.a demonstrado. Quanto a (ii), observe quo 

\\A(t t y)4> - A(t 0 , ?/)p||o = |[ yP{t)d x (i> - yPiQd-A lio < II v{P(t) - P{t o))3«0llo 

< ||(P(/.) - P(fo)MWIl/llo - c\\{P(t) - P(to))^il.. 

Como P(t.) e urn C u grupo, temos quo litn t jA(V y)(p - A{t a ,y)<f )||o - > 0. Isto 
encoira a dernonstragao do (ii). Para tinalizar, vejamos quo vale (iii). 

De Fato, 

|i,u/.y) - A(t.,z))<p\\o - ||(y - z)P(t)d x d >Ho < ||P(0^ll/.«-l|y - 4o 

< C||P(/.)^||,.-il|y/ - 2 ||o < C\\d>\l\\y - z||u. 

Ist.o implica quo ||.4(Cy) - .4(t, z)||b(v..v) A (m\\v - ^Ilo- m 

Observe que W e uma bola centrada em yo - 0. lsto implica que a hipotese 

(A.2) 6 satisfeita trivialmente. 

Vejamos agora que a hipotese (A.3) e satisfeita. 

Lerna 3.7. Para cada (t,y) € [0,7'] x W, -A(t >y ) yera urn C 0 serm-grupo tal que 

|| e -*/»(Av)|| B(X ) < C 8 *, s G [0,oc) e/J e R. ( 3 - 7 ) 
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Demonstragao: Vejamos cpio o oporador - A{t,y) e fcchado. Para isto, seja {</>n} 
urna seqiientia cm Y tal que <t> n > <P na norma >' c -A(t,y)<f> n ->■ t na norma X. 
E da.ro quo <!> £ Y e coino .s - 1 > 1/2. 

|!-(/: + ,4(t iy)0||o < j|d + .4(f. y)<A,||o + II -- -4(0 y)0 7l + A{t, y)d >|| 0 

< |k,' + A{t. y)0 TI ||o “ || ~ O x P{t){4>n ~ 0)lk-||yl|o 

< ||(/; + 4(Oy)d>„||o + C\\<t> n — (j) ||*-- 

Eazendo n -* oo, conduimos quo -A(t,y)(!> — V. Portanto, -A(t,y) e fechado. 

Agora, verificaremos propriedades do oporador linear (- BI A(t,y )) . 1 y A . 
Observe quo pclo lerna 3.5, 


((P + A(t,y)ip,v )o > 0 , 4> € V. 

Assim, dados •</; t F c A > 0, temos que 

IK A + !i \- -1(0 //)) d’ 11 o 11V-’! I o > l((A + P + Mt, y)H >, VOol 

> ((A 4- fi 4 d(i, y))'i/', i/i>)o 

= A||t/»||o 4- ((d f A(t, y))■(/>, d)o 

> A||0||S, 


ou seja. 11 (A -)- /? + .4(0 y))^||o > A||i/|' 0 . Isto e equivalcnte a dizer quo (-pi - A(t, y)) 
e dissipative ( Veja [Pj pagina 11). Alem disso, conio 


,|A(/.y')4i; - J \yP(l)O x 0\Alx < 

< CM\*W, < o 2 U 


12 
\L~ 


11 kr V' 11 o 


I?, 


onde C 2 = C,R 2 > 0 e uma constanto, segue quo 

\\(~P - A(t. y))0| i o < P\\t\\o _t 11 A(t, yh'ilo < OlMlo + P-1ML- 

Mas o oporador linear PI : V > X gcra urn C Q semi-grupo om X. Logo, pcla 
t.ooria do perturbaqao do sorni-grupos ( Voja [Pj pagina 84, corolario 3.a), — A(t,y) 
gera um do somi-grupo (pie satisfaz (3.7). ■ 


Finalmcnt.o, vcrificaremos quo vale a hipotese (A.4). 



Lema 3.8. Para cada (by) G [0, T] x VV ternos 


I SA(t, y)S~ 1 = -4(>. y) - B{1, y) 

1 G B(A'), i|-B(^'y)lit5(A') < 


ondc /(.,i > 0 c uma ronatauic. 

Demonstrator Observe primciramente quo so <j> G - V, entao existe 

uma Ulrica ip G X tal que (1 — <4 r ) ' G ' 


.4(vy)-S~V - 

= yP(t)d x S 2 ip (0 — 5 _ V) 

- yP(t) 9 x(l - ^)-'j/', 


mas (i - fl 2 ) -V G // 2 *(R), port,ante, ^ G H 2i_1 

uma algebra de Banach. Isto implica que o operador SA(t,y)S 


<—> Y, pois Y e 
: V —a X esta 


hern definido. Segue entao que 


SA{l,y)S~ l <p -- SyP{t)d x S 

- A(t, y)0 + SyP{t)d x S~ l 6 - yP{t)d x SS~'(f> 

-r A(i, y)(j> + B(t.,y)<i>, 

onde B{Ly) - [S, yP{t)d x }S~'■ Agorae precise mostrar que B[t,y) G B(X). 
Bara isso note que 

B{P y)P - [S’,yP(t)^],S _, y = S{yP(t)d x S~ l <p) - yP{t)0 x ip 
= [<f, y]a x r(t),S l B b yS0 x P{t)S~ x ip - yd x P{t)>i> 

[5, y]d x P{t)S ~ 1 v + - ydxPW 

- |A : yiB 1 /'(0A L;= 


para toda v € ^(K). Logo, pelo teorema 2.10, 

||7?(Ly)L!|„ - I! [Sjj\(\P{t)S"'ip\U 

=, | P.y'0,oU (<i>^P(l)S-'rl>) 

< C’ M .|i3!/l!*!l^l l s 

- ph|!'/ : I|o 
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onde /k] — C s ,n\\y\\, 


< oc. Como Cg°(R) 


donso ein X , segue quo 




Demonstraqao do Teorema 3.4: Veriffcadas as hipotcses (X), (A.l)-(A.4) pa.a 
„ problema do Cauchy (3.5), o teorema 3.3 garantu qua exist* uma mdca solugao 
e C ([0,r];K)r>C 1 ([0,'r]; X), V € (0,TJ, para o problem* (3.5). Visto qua 
u (t) - P{t.)v{t) e P{t), l G R, forma urn C 0 grupo unitano, entao waste uma umca 
solugao u e C((D,n »"(«)) n C "*l°- T ' !; W *- ;i (K)), * > 3/2. para o problema de 
Cauchy (3.3). Isto eneerra a demonstragao do teorema. 
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